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Resumo:

Este mini-curso apresenta varios algoritmos para o cdlculo matricial de alto-
desempenho. Este tipo de operagdo € muito encontrado em cdlculo cientifico e € a
base de numerosos programas na area do PAD. Benchmarks cléssicos, tais como o
Linpack, do Tor500, também implementam célculos matriciais. Com essa familia
de algoritmos, este mini-curso ilustra o ganho em desempenho obtido pela melhoria
algoritmica, tipicamente através do aproveitamento da localidade nos acessos na
memoria (possivelmente distribuida).

A partir de algoritmos cldssicos, tais como a fatoracdo LU ou ainda métodos
iterativos, apresenta-se como chegar a algoritmos eficientes, bem como as bibliote-
cas e alguns cdédigos de calculo onde 0os mesmos se encontram implementados para
0 uso comum. O leitor terd assim um melhor conhecimento das técnicas usadas nas
BLAS, no benchmark Linpack ou ainda na biblioteca ARPACK.
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2.1. Introducao

Para desenvolver um programa de alto desempenho, diversos requisitos de-
vem ser cumpridos, levando em conta os vérios niveis de atuacdo do programador:

e otimizacdo do hardware (processador/rede);

e adaptacido do sistema operacional;

uso de middlewares especificos (e.g. compiladores apropriados, bibliotecas
para a programagao paralela. . .);

e programacdo otimizada (e.g. uso de tipos de dados vetoriais);

algoritmos com efici€éncia comprovada.

Neste mini-curso, serdo focadas as duas udltimas categorias mencionadas
acima. Apresentar-se-4 alguns algoritmos eficientes para o cédlculo cientifico, uma
das dreas que mais recorre ao Processamento de Alto Desempenho (PAD). Serdo
exemplificados os algoritmos matriciais, uma vez que 0s mesmos se encontram
freqiientemente em tais cédlculos, seja diretamente pela modelagem usada, seja apds
uma fase de resolucdo de equacdes diferenciais. O objetivo € que o leitor acompa-
nhe o refinamento dos principais algoritmos até sua versdo mais eficiente, tal como
se encontram implementados em bibliotecas usadas em produg¢do na area.

Considera-se neste texto um sistema de equagdes lineares definido pelos co-
eficientes a; ;,b;,7 = 1...N,j = 1...N. Procura-se a solu¢do x;,7 = 1... N tal
que

41,171 + a12%2 + ...+ a1 NTN = b1
2121 + QA2 2T2 + ...+ a2 NTN = bg
CLN71$1+CLN72$2+...+CLN7NLEN :bN.

Usando uma notag@o matricial, escreve-se Ax = b. O sistema possui uma solugao
Unica se e somente se det A ## (. Para calcular o vetor z, tem-se duas categorias de
algoritmos: os chamados diretos efetuam transformagdes sobre os coeficientes da
matriz A até fatord-la numa forma (e.g. diagonal) que torne a resolug@o trivial. Os
algoritmos iterativos usam a matriz apenas como operador para construir iterativa-
mente uma seqii€ncia de vetores que converge para a solucao x.

Este texto se apresenta em duas secdes. A primeira € dedicada aos métodos
diretos. Comeg¢a com a eliminacio de Gauss (fatoragdo LU) e ilustra técnicas de re-
ordenacgdo de lagos para otimizar os acessos a memoria. Nesta secdo, a formulagdo
dos algoritmos em blocos também € explicada, terminando com sua implementacao
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nas bibliotecas BLAS e LAPACK. Por fim, o exemplo do benchmark Linpack é
citado como ilustracdo de uma implementacdo distribuida.

A segunda secdo apresetna alguns métodos iterativos: o gradiente conjugado
e 0 GMRES, para a resoluc¢do de sistemas de equagdes; e o cdlculo de auto-valores
pelo método de Arnoldi/Lanczos com restart. E dado um exemplo de aplicacio
com a resolucdo da equacdo de Schroedinger num ambiente distribuido.

2.2. Métodos diretos

Os métodos diretos usam transformacdes algébricas para simplificar a matriz
e permitir a resolug@o simples do sistema. A vantagem desta familia de algoritmos
€ sua exatidao matemadtica (quando ndo se leva em conta a precisao finita da re-
presentacdo dos nimeros reais), € o fato de se obter uma forma fatorada da matriz
que pode servir para a obtencdo de mais de uma solucdo, por exemplo quando as
condicdes nos limites (b;) mudam sem que as equagdes mudem. A principal des-
vantagem € o fato das transformacdes destruirem a estrutura da matriz inicial: mais
especificamente, os valores nulos da matriz, que geralmente nao precisam ser arma-
zenados em memoria, podem se tornar ndo zero a medida que o algoritmo progride,
necessitando assim um aumento no uso de memoria. Assim, para grandes matrizes
esparsas, preferir-se-a o uso dos métodos iterativos.

2.2.1. Eliminacao de Gauss

Se ay; # 0, pode-se eliminar a varidvel x; nas equagdes 2 — N, gragas a seu
valor dado pela equagdo 1. Basta calcular [;; = 7%, Vi = 2,..., N e depois alterar
os coeficientes a;; assim:

o

@jj
Assim se obtém um novo sistema equivalente ao inicial:
(1 (1) o)

aglgx —l— ot ag])\,xN = b,

— Qi — lﬂ * Q.

1 1 1
aEV)Qx +...+ aEV)Nx b( ),
onde 0" = by e 0" = b; — luby, Vi > 2,e al}) = ay;, Vj.
No caso que a;; = 0, sempre se pode trocar a linha 1 com uma outra linha
1 > 2 cujo primeiro coeficiente ndo seja zero. Existe obrigatoriamente pelo menos
uma tal linha, pois caso contrério o determinante da matriz seria zero.
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Ap6s essa primeira etapa de substituicio, o novo sistema ANz = b tem
sua primeira coluna, menos seu coeficiente aﬂ , zerada. Pode-se repetir o procedi-
mento de substituicdo dos elementos na sub-matriz formada pelas linhas e colunas
2,3,...,N. Dessa forma, vai-se eliminar a varidvel x5 nas linhas 3,4,... N. Ite-

rativamente, a cada etapa k = 2,..., N — 1, séo calculados os valores: [;;, =

ok~
k—1) =~ )
(k i, Ve =Fk,..., N.Depois, os coeficientes a( )e b( ) sio alterados assim:

alt) — al™ — iy < ali Y 2.1)

U

B — bg’“ R b}f b, 2.2)

Na etapa £ = N — 1, obtém-se o sistema seguinte:

aﬂ 1)$1 + a )xg +. YYV TN = ngfl
ag]g Yy To + coot aéj\]fv 1)1:N = ng_l)
a%le)xN = bg\],v_l).

Esta ultima forma permite uma resolu¢do direta do sistema para calcular o vetor z.
Notando agora u;; = a(N Y tem-se diretamente

(N-1) PN Y SN
:CN:bN 7V'L:N_1;717x1: ( ’ Zj =il v ])
UNN Usg

Mostra-se facilmente que as féormulas acima se resumem na nota¢do matri-
cial seguinte:

Teorema 1 (Fatorizacdo LU) Dadas as matrizes L = (1;); j=1...n
e U = (uij)ij=1,.n definidas a partir dos coeficientes acima calculados (sendo
queli; =0 Vi< j,l; =1ew; =0 Vi> j), amatriz A se fatora como:

PA=1LU.

P é uma matriz de permutacdo que integra as permutagoes de linhas para procurar
um coeficiente ndo zero chamado pivo.

As linhas e colunas de P sdo constituidas de vetores unidade.
Freqiientemente, € interessante calcular uma vez s6 a fatoracdo LU da matriz
A, para depois calcular a solugdo x.
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Complexidade. O custo da fatoragdo LU € o seguinte. Precisa-se, na etapa j, de:
e N — j divisdes pelo pivo;
e 2(N — j)? multiplicagdes e somas.

Logo, o total de operagdes para a fatoracao é Z;y:_llj + 252 = ¥ + NTQ + O(N).

Estabilidade numérica e escolha do pivo. Seja A a matriz seguinte (exemplo
devido a Forsythe):

1,00- 1072, + 1,002, =1,00
{ 1,00z7 + 1,002 =2,00
A solugdo exata é 1 = 1/0,9999 = 1,00010001..., x5 = 0,9998/0,9999 =
0,99989998 . ... Supondo que executaremos a fatoracdo de Gauss com uma re-
presentacdo em virgula flutuante usando 3 casas decimais, no caso que se escolha
a;; = 1,00 - 10~ como pivd, obtém-se a solu¢do x5 = 1,00 (solucdo certa), mas
x1 = (b — aja2wy)/a;; = 0. O resultado numérico é, portanto, errado. Ja no
caso que se escolha a,; como pivo, o mesmo valerd 1,00 e obter-se-4 x5 = 1,00
e r1 = 1,00. Ou seja, o resultado serd numericamente correto. Olhando com de-
talhe, se percebe que o problema de perda de precisdo acontece cada vez que o
coeficiente [;;, € grande, ou seja quando o coeficiente a;; € pequeno. Logo, deve-se
escolher por pivo o coeficiente da linha ndo zero que seja de maior valor absoluto.

O livro [HIG 96] trata deste problema em detalhe.

Pivo parcial e pivo total. Além de trocar as linhas abaixo da linha corrente para
se usar o maior pivo possivel, pode-se também trocar as colunas a direita da coluna
da fatoracdo corrente. Maximiza-se assim o valor do pivd. O inconveniente é que
neste caso se deve armazenar as trocas de colunas para efetud-las também sobre as
coordenadas do vetor solucdo. Quando se usa apenas a troca de linhas, fala-se de
algoritmo com pivd parcial; quando se usa também a troca de colunas, além da troca
de linhas, se fala de algoritmo com pivd total.

2.2.2. Outras decomposicoes

Quando a matriz A é simétrica e definida positiva, o0 mesmo algoritmo de
Gauss pode ser simplificado (ndo € mais preciso buscar o maior piv0) e permite
obter a decomposicio de Choleskide A: A = LDL! = (LD"/?)).(LD®/?)!, onde
D € uma matriz diagonal com coeficientes positivos.
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Outra fatoracdo de uso frequente é a decomposicdo ()R de uma matriz A, )
sendo ortogonal (i.e. QQ' = Q'Q = Iy) e R triangular superior. Essa fatoragio
¢ de interesse para calcular bases de vetores ortogonais, bem como possibilitar a
expressao do operador linear representado pela matriz nesta base. A técnica usada
consiste também na aplicagdo iterativa de matrizes de transformagdes sobre A (no
caso, aplicando por exemplo rotadores de Givens). O custo algoritmico € também

em O(N?).

2.2.3. Algoritmos em blocos

Um dos componentes chave para se obter um bom desempenho € a organi-
zacdo dos acessos 2 memoria, para usar melhor o deslocamento dos dados de um
nivel da hierarquia de memdria para o outro. Em um ambiente distribuido, essa con-
sideracdo € ainda mais critica, uma vez que um acesso nao local 8 memoria pode
implicar em comunicacdes via rede ou em mecanismos de sincronizacao.

2.2.3.1. Produto matricial e acessos a memoria

O exemplo mais simples, e fundamental, € o algoritmo para multiplicar duas
matrizes A e B, de tamanho N x N. A matriz resultado serd denotada C'. O cdlculo
é trivial: Vi,j = 1...N,¢;; = Y, ivzl a;,bi;. Para efetud-lo, basta entdo os trés
lagos classicos do algoritmo 1.

Algoritmo 1 Produto Matricial, algoritmo 1jk trivial.
1: Entradas: 2 matrizes A e B de tamanho N x N.
2: Saida: 1 matriz C' de tamanho N x N.

3:

4: Cij < 0

5: Parai =1,2,..., N Faca

6: Paraj=1,2,..., N Faca

7. Cij —0

8

9

Parak =1,2,..., N Faca
: Cij < Cij + aikbkj
10: Fim Para

11: Fim Para
12: Fim Para

No entanto, esses lacos aninhados s@o especialmente mal projetados no que
diz respeito ao acesso 2 memoria. Para se ter uma nocdo melhor disso, vamos su-
por que a memoria seja composta de dois niveis, sendo um de acesso rdpido e de
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capacidade tal que C elementos de matriz possam caber nela, e o outro de capaci-
dade bem maior, mas de acesso muito mais lenta (observa-se que esta hipotése serve
tanto para modelar um sistema de Cache, como uma maquina distribuida onde se
distingue o acesso a memdria local do acesso a dados remotos através de transmis-
sdo pela rede. Neste estudo, ndo se consideram mecanismos avangados tais como o
prefetch que alguns processadores fornecem, ou ainda a possibilidade de mascarar
comunicagdes com cdlculos). Supde-se que um acesso a um dado d na memdria
lenta, que ndo estd armazenado na memoria rapida (miss), provoca a atualizagdo da
mesma com d, bem como com os J elementos proximos de d na memoria lenta (me-
canismo de paginacdo). Para simplificar, supde-se que ¢ divide N. Geralmente, o
€ pequeno o suficiente para que se possa atualizar § coeficientes, sem que saiam da
memdria rapida todos os outros valores nela armazenada (no maximo § = C/3). Por
fim, vamos supor que, na memoria lenta, os coeficientes de uma matriz sdo armaze-
nados num espago continuo, ordenando os valores por colunas (“column major”, ou
seja segundo a implementacdo em Fortran. A linguagem C e a maioria das outras
linguagens de programacgdo usam a implementagdo contrdria, segundo as linhas).

A instrucdo 1 do algoritmo ijk, ao ser executada pela primeira vez para
uma dupla 7, j dada, vai causar 3 misses, um para cada acesso a um dos coeficientes
da matriz. Entretanto, nas 0 — 1 iteragcdes seguintes de k, o coeficiente a;; ja se
encontrard na memdria rdpida, porém devido a ordenacdo por colunas, os by; €
c;; ndo estardo: ter-se-d entdo 2 misses por cada uma dessas 0 — 1 iteragdes. Na
iteracdo nimero k = J + 1, o coeficiente a;;, ndo estard mais, pois a capacidade
da memoria rdpida serd ultrapassada: ter-se-4 novamente 3 misses, mas as 0 — 1
iteracdes seguintes provocardo novamente apenas 2 misses. Continuard assim até as
N iteracdes terem sido feitas. Logo, o nimero de misses serd 2N + 3% para cada
valor de 7, j.

Quando se termina o laco k, incrementa-se j, o que provoca nas novas N
iteragdes de k um miss de ¢;; € um by;. O tltimo a;;, acessado foi a;x € no inicio
do lagco £ se quer a;p que também ndo estard na memoria rapida: volta-se a ter 3
misses no inicio de cada lago k. Logo, conclui-se que os trés lacos aninhados 7, j €
k provocardo N*(2 + 2) misses.

Na verdade, pode-se executar os trés lacos em qualquer ordem: a ordem ijk
apresentada acima € apenas uma das seis possibilidades. Assim como vai ser visto,
ndo € a melhor, apesar de ser a mais natural devido a apresentacdo matemadtica da
férmula do produto matricial. Primeiramente, repara-se que para usar o0 mecanismo
de atualizagao eficientemente, deve-se ordenar os lagos de forma tal que os indices
das linhas variem mais rapidamente. Na linha 9, as duas varidveis que aparecem
como indices de linhas sdo unicamente ¢ e k. Logo, as ordens 1kj e kij, que vao
fazer com que j varie mais freqiientemente, sdo naturalmente menos eficientes e
causardo o maior nimero de misses (pode-se verificar que este chega a fazer trés
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misses a cada iteracdo, ou seja 3N no total).

Sobram entdo as ordens jik, jki e kji. No primeiro caso, a andlise
¢ igual a do caso ijk detalhado acima para um dado valor 7, j. Porém, ganha-se
alguns misses,uma vez que quando um lago k acaba, agora € o indice ¢ que aumenta.
Logo, o coeficiente c;;, durante 0 iteracdes de 7, estard presente na memoria rdpida,
pois terd sido trazido junto ao da iteragdo anterior. Assim, em comparagdo com o
ijk, poupar-se-d0 N (N — N/¢) misses (i.e. N — N/ por valor de j) com a ordem
jik, com um total de misses igual a N3(1 + 2) — N2(1 — 1).

No caso jki, o resultado € melhor: uma iteracdo sobre 7 provoca, na pri-
meira vez (¢ = 1), um miss para cada um dos trés acessos a;i, by; € ¢;;. No entanto,
nas 0 — 1 iteragdes seguintes, o coeficiente by ; obviamente ficou na memoria rdpida,
€ 0s a;, € ¢;; ja se encontram nela gracas a0 mecanismo de atualizacdo. Assim,
ter-se-4 apenas 2 misses a cada ¢ iteragdes em i, ou seja 2% para um dado valor
de j,k. Quando k € incrementado, o a;, ndo se encontra mals, 0 ¢;; que acabou
de ser acessado era o cyj, logo 0 ¢;; ndo estard também na memoria rapida. No
entanto, ter-se-4 o by; na memoria, até que ¢ valores adjacentes da coluna k£ de B
tenham sido acessadas. Logo, por valor de j, teremos N — % misses a menos do
que no caso em que cada iteragdo em k provoca =~ 2N . Afinal, por valor de j, ter-se-a
entdo N =~ 2 — N(1-— —) Quando o j aumenta, obtem s€ um miss no b;w e os dois ja
exphcados nos dois outros coeficientes. Assim, no total se obtém 2V~ — N2(1 — g)
misses neste algoritmo.

O caso kj i se estuda da mesma forma. Ele ndo é tdo bom quanto o anterior,
uma vez que uma iteracdo de j provoca automaticamente um miss no coeficiente
bj, enquanto o jki o poupava freqiientemente (N — N/ vezes).

Deste estudo, conclui-se que a ordem jki € a mais favordvel para a im-
plementacdo do produto matricial. Nota-se que entre a forma “imediata” 1jk que
provoca N3(2 + 3) misses e a versdo jki que provoca 25~ — N*(1 — 1), a razdo
de misses (i.e. de transferéncia entre os dois tipos de memorla) é igual a

N}2+2)  N(26+3)
~N2(1—1) 2N —6+1 N—c

No entanto, pode-se melhorar ainda o uso dos acessos a memoria através da
formulag¢do do produto matricial em blocos. O algoritmo € igual ao algoritmo 1,
porém onde se usa um coeficiente (e.g. a;;) passa-se a usar um bloco de matriz de
tamanho b x b (e.g. ai—1,.. p;j=1,..b)-

Quando se acessam 0s coeﬁc1entes por linha ou coluna na memdria, e inde-
pendentemente da ordem de acesso, é preciso o total de O(N?) acessos 2 memdria
lenta para ler os coeficientes e armazenar a matriz C resultante. Agora, supondo que
o tamanho b dos blocos seja calculado de uma forma tal que se pelo menos 3 blocos



MINICURSO - Algoritmos Matriciais em Processamento de Alto Desempenho 41

caibam na memdria répida, o cdlculo do bloco Ci(f) = A, X By; necessita de ape-
nas 2b? acessos 2 memoéria distante. Precisa-se de N/b tais blocos para calcular a
soma C;; (que pode ser acumulada) na memoria rdpida. Desta forma, precisa-se de
% x 2b% = 2Nb acessos & memdria lenta para ter um dos (N)? blocos da matriz C.

Afinal, serdo entao 2Nb x JX—; = ¥ acessos a serem realizados por essa versao em
blocos. Em relag¢@o a versdo sem blocos, ganha-se um fator b em niimero de acessos
a memoria.

Nota-se que o mesmo raciocinio tem toda validade num ambiente distri-
buido: os acessos a memdria serdo mensagens trocadas pela rede. Por esta razdo, as
implementacdes de operagdes matriciais em bibliotecas de PAD distribuido usam
algoritmos em blocos. Em termos de computagdo paralela, dir-se-ia que a granula-

ridade € maior através do uso de blocos.

2.2.3.2. Formulaciao em blocos

Uma vez que os algoritmos em blocos sdo mais eficientes em termos de
acessos a memoria (distribuida ou ndo), € preciso investigar a reformulagcdo dos
algoritmos cldssicos em termos de produtos matriz - vetor ou, ainda mais eficiente,
de produtos matriz - matriz (através da decomposicdo das matrizes em blocos).
A formulag¢do com produtos matriz - vetor €, via de regra, imediata. Assim, por
exemplo, a transformacao central do algoritmo de fatoracdo LU (equagdo 2.1) ndo
¢ nada mais que:

AP — AR — Ly AR,

onde Agk) ¢ um vetor.

A maioria das operagdes matriciais pode ser reescrita para acessar os dados
de uma forma mais compacta. Serd visto o exemplo do algoritmo LU, tal como
implementado no benchmark Linpack, mas a mesma técnica vale para a fatoragcdo
de Choleski. Dada a matriz A da se¢do anterior, sua fatoragdo LU apds n; fases
pode ser escrita da seguinte maneira:

L Un U U
PA=| Ln I X e A |
Ly 0 1 5 A

onde Lq; e Uj; sdo matrizes (ou blocos) de tamanho n, x n, e P é a matriz de
permutacdes devida ao pivoteamento. A’ € o resto da matriz A fatorada, sendo A,
seu bloco de tamanho n; x ny, constituido das n, primeiras linhas e colunas, A%, seu
bloco de tamanho (N — n;) x (N — ny) constituido das ultimas linhas e colunas, e
os blocos AY; e A}, de tamanho ny, x (N — ny) e (N — nyp) X n respectivamente,
constituidos com os elementos sobrando.
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Para calcular uma nova fase da fatoracdo, calcula-se a préxima coluna de
blocos de L e a proxima linha de blocos de U tais que:

; L Un U U
< P ) PA = Loy Lo X Usa Uss
2 Lyn Lgp I Al

(P, é uma matriz de permutacdo de tamanho (N — np) x (N — n;).) Ao comparar
os dois membros desta equacdo e identificar os blocos, percebe-se que a primeira
etapa € a fatoragdo da primeira coluna de blocos da sub-matriz corrente, através do

calculo: /
Py ( 22 ) - ( Lz ) Una. 23)
32 L3y

Uma vez que foi feita essa fatoragdo LU da coluna (A),, A4,)7, pode-se aplicar a
matriz de permutacio P, para efetuar o pivoteamento das linhas no resto da matriz
A jéa parcialmente fatorada:

(A,23)<—P2><(A,QS),<L21)HP2><<L21). (2.4)
33 33 L3, L3,

Assim como no caso do algoritmo de fatoracdo de Gauss, pode-se entdo calcular o
pivo (que serd agora um bloco):

Por fim, com o bloco pivd Ussz, pode-se calcular o bloco sobrando Aj;:
Ag?) — Aé?) - L32U23. (26)

Isso finaliza a fase de fatoragdo, que pode continuar recursivamente com o bloco A;.

O célculo (2.3) € uma fatoragdo LU sobre uma matriz N X n;. Para im-
plementé-lo, pode-se usar uma chamada recursiva ao mesmo algoritmo por blocos,
ou ainda usar uma implementagao cldssica reescrita para usar produtos matriz-vetor
(muitas bibliotecas que implementam esses algoritmos foram historicamente escri-
tas em Fortran-77, linguagem que ndo permitia a recursividade).

O pivoteamento de (2.4) € apenas uma troca de coeficientes na memoria. A
implementacio € direta.

O célculo do bloco pivo de (2.5) consiste na resolucdo de um sistema trian-
gular de tamanho 7, X n;,. Sua implementagdo em termos de produtos matriz-vetor
¢ direta, uma vez que cada componente do vetor solugdo € obtido através da combi-
nac¢do linear dos componentes previamente calculados com uma linha da matriz.

Para finalizar, a atualizagdo do resto da matriz em 2.6 consiste em N — ny
produtos de matrizes de tamanho n, X (N — ny).

Afinal, todas as operacdes de uma fase da fatoracdo podem ser implementa-
das através de operagdes matriz-matriz ou matriz-vetor.
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2.2.4. Exemplo de bibliotecas: BLAS, LAPACK

Uma das bibliotecas mais bem conceituadas para o cdlculo matricial é a
BLAS [TEM 2000] (“Basic Linear Algebra Subroutines”). Distinguem-se as BLAS
de nivel 1,2 e 3. No nivel 1, sdo fornecidas todas as operagdes tipo “vetor-vetor’:
produto escalar, soma de vetores, multiplicagdo de um vetor por um escalar, etc.
No nivel 2, sdo tratadas as operacOes que implicam uma matriz € um vetor (pro-
duto matriz-vetor, tipicamente), cuja complexidade geralmente ¢ O(N?). Por fim,
as BLAS de nivel 3 disponibilizam rotinas para as operacdes entre matrizes, e.g.
produto de duas matrizes, fatoracdo LU, etc. Essas operacoes, via de regra, t€ém o
custo O(N?), dai o nome. Essas operagdes de nivel 3, além de ter as otimizagdes
acima mencionadas, em geral atuam em cima de O(N 2) dados em entrada, o que
garante um volume de calculos maior que o numero de acessos a memdria.

As BLAS sdo vendidas pelos fabricantes de processadores, assim como com-
piladores, por serem otimizadas em nivel de linguagem de maquina. Existe uma
implementacdo em cddigo livre, em Fortran-77 [NET 2004]. Pode-se compilar essa
versdo, inclusive com as otimizagdes usuais de seu compilador preferido, porém o
desempenho obtido € sigificativamente menor do que o de BLAS comerciais. A fi-
gura 2.1, pagina 12, apresenta alguns experimentos feitos com um Pentium IIT 733
MHz. O desempenho maximo esperado seria de 733 MFlops/s, supondo que uma
operacao em virgula flutuante fosse executada por ciclo de reldgio.

Foram feitas 5 medicdes por valor de IV, e os gréficos incluem o desempenho
méximo, minimo e médio obtido para cada valor de NV, com a versdo compilada com
o PGI. As op¢des de otimizacdo maximas para a arquitetura alvo foram usadas:

-02 -tp p6 -Minfo -Munroll=n:16 -mp \
-Mvect=assoc, cachesize:262144 -M13f

Desta forma, obteve-se no maximo cerca de 300 MFlops/s, ou seja a metade do
esperado. Ja com a versdo da Intel, chegou-se a 630 MFlops/s. Nota-se que em
ambos casos, uma vez que o cache fica cheio com a matriz (quando N chega a
cerca de 200), o desempenho se estabiliza. (Uma matriz de 183 x 183 double usa
253 Kbytes de memoria, o cache L1 sendo no caso de 256 Kbytes.) Repara-se
também a influéncia das linhas de cache no desempenho medido: a medida que
uma linha se enche de dados, o desempenho (nimero de operagdes por segundo)
cresce, até comecar uma nova linha. Por isso, encontra-se o fendmeno de “dentes
de serra” em ambos graficos.
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Figura 2.1: MFlops/s medidos com a rotina dgemm (produto matricial) das
BLAS, vs. tamanho da matriz (N = 100...200). No grafico superior, a
biblioteca foi compilada com o PGI. No grafico inferior, foi usada a MKL,
versao BLAS da INTEL. Nota-se que as as escalas sao diferentes em cada
figura.
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2.2.5. Exemplo de aplicacao: o benchmark Linpack do TorP500

A biblioteca Linpack [DEM 89] foi desenvolvida nos anos 70 para resolver
sistemas de equacdes lineares, para vdrios tipos de matrizes. Ela foi integrada com a
biblioteca Eispack, passando a se chamar LAPACK (Linear Algebra Package) no fim
dos anos 80, e oferecendo mais algoritmos, tais como o célculo de auto-vetores (vide
secdo 2.3.3.), com implementagdes eficientes para maquinas vetoriais. LAPACK foi
projetado em cima das BLAS para garantir a eficiéncia, através da reformulacio
de seus algoritmos em versdes com blocos, sendo as operagcdes em nivel de bloco
implementadas nas BLAS. Para maquinas com memdria distribuida, existe a versdo
ScaLAPACK [CHO 92]: ela foi implementada em cima de uma versdo paralela das
BLAS (P-BLAS), junto com uma camada especifica de comunica¢des dedicadas ao
calculo matricial (BLACS), em cima de MPI.

A partir da biblioteca seqiiencial Linpack original foi desenvolvido um teste,
chamado Linpack-100, para medir o desempenho de processadores vetoriais. O
teste, em 1979, era a fatoragao LU de uma matriz 100 x 100. Com os algoritmos
otimos aqui apresentados, podia se esperar medir quase o desempenho maximo
de um processador, na época, com este tamanho de matriz; e foi feita uma com-
paracdo do desempenho de 23 processadores no primeiro guia da biblioteca Lin-
pack [DON 79]. Com o crescimento da capacidade das memorias, rapidamente se
passou ao Linpack-1000, durante os anos 80, o qual era a fatoracdo de uma matriz
de tamanho 1000.

A evolucdo seguinte foi paralelizar o teste Linpack para seu uso em ma-
quinas com memdria distribuida [NET 2001]. Essa versdo passou a se chamar
Highly-Parallel Linpack (HPL) e visa o teste da escalabilidade de uma mdquina
paralela. Para tanto, o unico critério imposto pelo benchmark é o algoritmo de fa-
toracdo LU com complexidade % + 2N2. No entanto, pode-se alterar todos os
outros parametros do teste: tamanho da matriz, algoritmos de comunicacdes glo-
bais, topologia de rede, versdo dedicada a maquinas com memdria compartilhada,
etc. Essa margem deixada ao usudrio ajudou este benchmark a se impor como a
referéncia na comparacao dos supercomputadores, através do TOP500, desde 1993
(vide http://www.top500.0rg).

Uma implementac¢do padrao € proposta para o HPL, baseada no MPI, e que
prevé muitos ajustes deixados ao programador; mas o uso dessa versao ndo € obri-
gatodria. O algoritmo implementado para a fatoracdo LU € o pivoteamento de Gauss,
com pivo parcial, da matriz particionada em blocos. Além de prover um desempe-
nho muito bom devido ao uso de blocos, os mesmos permitem uma distribui¢cao
16gica simples dos cdlculos, através de um mapeamento ciclico por blocos da ma-
triz numa grade virtual de processadores. (A implementacdo em MPI de uma tal
topologia € simples.)
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O objetivo deste mini-curso ndo € uma discussdo profunda do Tor500. O
relatério técnico [RIC 2001] detalha a experimentagdo que foi feita para classificar
este cluster no TOP500 em junho de 2001, e mais detalhes podem se encontrar
nele. A figura 2.2 ilustra a escalabilidade do HPL num cluster de 225 nds Pentium-
11 [MAI 2001].

80 225,81 Gf
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(364 Mf/node
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20

1

11,500 Mf
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Figura 2.2: Desempenho do benchmark Highly-Parallel Linpack (GFlop/s) vs.
namero de nos no cluster de PIII I-cluster (2001).

2.3. Métodos iterativos

Meétodos diretos sao muito eficientes e permitem, quando formulados com
blocos, atingir um desempenho alto, inclusive em maquinas distribuidas. No en-
tanto, eles necessitam armazenar todos os coeficientes das matrizes; e quando os
mesmos sao zeros, hd um desperdicio de espaco memdria. Pior, as operacdes de
fatoracdo (tal como o pivoteamento de Gauss) tendem a “encher” as matrizes, ou
seja a tornar coeficientes diferentes de zero. No caso que se usam matrizes esparsas,
eventualmente bem maiores do que se fossem cheias, € usual utilizar algoritmos ite-
rativos. A idéia bdsica € ter métodos que usam apenas produtos matriz - vetor, nos
quais a estrutura esparsa da matriz pode ser usada (junto com técnicas de codifica-
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¢ao de tais matrizes) para agilizar o célculo do produto e limitar a memoria usada a
ser O(N).

No caso da resolu¢do de um sistema de equacdes, serdo apresentados 0s
dois algoritmos mais usados, o Gradiente Conjugado e o GMRES. A secdo 2.3.3.
vai tratar de um outro problema importante com matrizes: o célculo de auto-valores,
que também pode ser feito com algoritmos iterativos.

2.3.1. Gradiente Conjugado

O Gradiente Conjugado (GC) € um dos algoritmos diretos mais antigos usa-
dos para resolver um sistema Ax = b: ele existe hd 50 anos [GOL 89]. Ele cria
iterativamente uma sequéncia de vetores 2 cujo limite é  quando converge. A
convergéncia € garantida para matrizes simétricas definidas positivas, i.e. quando
Yy, yT Ay > 0, e que a igualdade vale se e somente se ¥ = 0. E um método de “gra-
diente”, no sentido fisico que, a cada iteracdo, calcula um vetor que dd a direcao
que minimiza a energia do operador J(y) = 1y" Ay — b"y + ¢, ¢ sendo um valor
escalar constante. A norma do vetor também € calculada de forma tal que permita
“descer” nesta direcdo até o ponto de energia minima ao longo dela. As iteracdes
fazem assim convergir, a partir do ponto (vetor) inicial, para o vetor x, que minimize
globalmente o operador J. Isso é equivalente a resolver o sistema inicial.

O GC ¢ sintetizado no algoritmo 2. A constante € € o erro numérico que se
admite sobre a solucdo.

Algoritmo 2 Algoritmo do Gradiente Conjugado.

Entradas: o vetor inicial 2(°); a matriz A e o vetor b.
Saida: o vetor x solugdo do sistema Az = b.
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Algumas propriedades interessantes do algoritmo sdo as seguintes: () e
r@*1) s30 ortogonais. Cada d*) pertence ao espaco vetorial gerado por
{d©, Ad®) ... A1d®)}, Este espaco, notado aqui K(A), se chama espaco de
Krylov associado a A e d(*). O fato de os () serem ortogonais assegura que no
maximo em N iteragdes do laco (2) haverd convergéncia, pois o vetor %) chegara
a zero. Na prética, a convergéncia sempre acontece antes deste limite, que pode ser
grande, quando se trata de matrizes grandes.

Este algoritmo € especialmente bem projetado para o PAD. De fato, ele pre-
cisa efetuar a cada iteracdo:

e 3 copias de vetores (linhas 9, 10 e 12). E uma operagio tipo BLAS-1;

e 2 produtos escalares (r7r(® linha 11 e d®7 Ad®, linha 8). Sdo operacdes
tipo BLAS-1;

e 1 produto matriz-vetor (linha 8, Ad®), que é uma operacdio BLAS-2.

Além de serem implementadas eficientemente pelas BLAS, essas operacdes sao fa-
ceis de paralelizar. As operacdoes BLAS-1 sd@o trivialmente paralelas. O produto
matriz-vetor também €, se o vetor pode ser replicado em todos os processadores
que calculam (basta entdo distribuir a matriz por blocos de linhas). No caso que se
queira otimizar o espaco e distribuir também o vetor iterado, é preciso de comuni-
cacgOes para transmitir os “pedacos” de vetor em cada processador onde hi linhas da
matriz.

Por fim, o dltimo interesse do GC é sua economia de espaco em memoria.
Basta armazenar, de uma iteracdo para a seguinte, apenas os valores dos vetores
2@ r® e d® (além de alguns resultados escalares). E a grande diferenca com o
algoritmo GMRES apresentado na proxima secao.

2.3.2. GMRES

O segundo algoritmo iterativo muito usado para a resolucdo de sistemas de
equacoes lineares € 0 GMRES (Generalized Minimal Residual) [SAA 86]. Ele pode
ser visto como uma forma melhorada do GC, uma vez que ele também busca itera-
tivamente um vetor residuo no espaco de Krylov construido a partir de um vetor ini-
cial (9, porém fazendo com que eles, além de serem ortogonais, passem a formar
uma base ortogonal do espaco explicitamente construida. Desta forma, é necessario
armazenar todos os vetores da base, € ndo mais apenas um por iteracao.

A construcio da base é feita por ortogonalizacio dos vetores r(*) a0 computé-
los, pelo procedimento de Graham-Schmidt. Esta adaptacdo no caso do espaco
de Krylov € conhecida como procedimento de Arnoldi. Ele consiste na fatoracdo
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QWR® da matriz N x i constituida dos vetores 7). A seguir, a matriz H®) =
QWT AQ™ ¢ formada (de tamanho i x i), que representa a projecio do operador A
no espago de Krylov. A tltima etapa consiste em procurar o vetor 3 () deste espaco
que minimize o residuo ||Be; — HWy||, onde e; é primeiro vetor da base candnica,
e 3 a norma do residuo inicial b — Az(®). Isso se faz pela resolugdo de um problema
de minimo quadratico, realizada, por exemplo, através de uma fatoragdo () R de tipo
BLAS-3.

A convergéncia € garantida para matrizes ndo simétricas, o que torna o
GMRES mais genérico do que o GC. No entanto, deve-se armazenar todos os ¢
vetores da base ortogonal Q) 4 medida que 7 aumenta. Isso representa um espaco
de memoria O(Ni), o que proibe o uso de muitas iteragdes. Para contornar esta di-
ficuldade, usa-se o algoritmo GMRES com restart: decide-se, no inicio, que serdo
feitas [ iteracdes (I sendo escolhido conforme o espaco de memdria disponivel), e
se calcula assim uma aproximacio x!) da solucdo. A partir desta primeira estima-
tiva, repete-se o procedimento, sendo agora /) o valor inicial do processo iterativo.
Continua-se este algoritmo até a precisdo procurada ser atingida.

Assim como no caso do GC, as principais opera¢des do GMRES sao pro-
dutos matriz - vetor ou cdlculos de normas. Ele inclui operacdes matriciais tipo
BLAS-3, mas elas se fazem sobre as matrizes projetadas no espago de Krylov (e.g.
a fatoracdo () R de uma matriz NV x I, I sendo pequeno comparado a V). Essas ma-
trizes sdo densas e pequenas, o que torna o custo aceitdvel. Afinal, a complexidade
se concentra nos produtos matriz - vetor.

Existem vdrias implementacgdes distribuidas do GMRES, como por exemplo
uma gratuita no CERFACS, na Franga, em
http://www.cerfacs.fr/algor/Softs/GMRES/, que usa Fortran-77 e MPI. Essas im-
plementacdes usam uma técnica chamada femplate: elas fornecem a estrutura de
controle das iteracdes do algoritmo e todos os calculos intermedidarios. Elas deixam
apenas ao programador a carga de implementar uma funcao de produto matriz-vetor,
vista como uma caixa preta, que pega como entrada um vetor e retorna um outro.
Isso possibilita a otimizacdo, pelo usudrio, do produto, levando em conta a estru-
tura da matriz que s6 ele conhece. A implementacdo distribuida se resume entdo a
programacgdo de um produto matriz - vetor distribuido, assim como no caso do GC.

2.3.3. Calculo de auto-valores

Os algoritmos usados nas outra se¢des t€m todos por propdsito resolver um
sistema de equacdes lineares. Um outro problema de alta relevancia € o cdlculo de
auto-valores e vetores de uma matriz A.
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2.3.3.1. Auto-valores e auto-vetores de uma matriz

Trata-se de escalares \;,7 = 1...,n e de vetores v;,7 = 1,...,n tais que
Av; = )\;. Fisicamente, os auto-vetores representam as dire¢des no espaco vetorial
nas quais o operador linear representado pela matriz mais age; o auto-valor asso-
ciado a um auto-vetor representa a intensidade da acdo do operador nessa direcdo.
O exemplo cléssico é o caso de um espago de duas dimensdes definido por dois
vetores ortonormais. A acdo de um operador linear neste espaco (i.e. de uma ma-
triz 2 x 2) transformara o circulo unidade em uma elipse. Os dois eixos da elipse
sdo as direcdes dos dois auto-vetores do operador, e a distancia entre a origem do
referencial e a interseccdo elipse/eixos fornece o valor dos auto-valores associados
(vide Figura 2.3).

Figura 2.3: Aciao de um operador linear A sobre o circulo unidade. Os eixos
da elipse resultante dao as direcdes dos auto-vetores u e v. Os médulos dos
mesmos dao os auto-valores.

Uma vez que se conhece uma decomposi¢ao LU, por exemplo, da matriz A,
os auto-valores podem ser deduzidos automaticamente devido a estrutura triangular
das matrizes L e U. Pode-se mostrar simplesmente que os auto-valores sdo os coefi-
cientes diagonais da matriz L. No caso (freqiiente) que a matriz de que se procurem
os auto-valores seja simétrica e definida positiva, pode-se usar a fatora¢do ()R para
obter nos coeficientes diagonais de R os auto-valores, € na matriz () uma base orto-
gonal de auto-vetores associados. O livro [PAR 80] apresenta exaustivamente todas
as solucdes no caso de tais matrizes.

Uma vez que o auto-valor de maior médulo € associado ao auto-vetor que da
a dire¢@o de maior a¢do da matriz A, um algoritmo imediato para calcular a dupla
(auto-vetor, auto-valor) € iterar a acdo do operador sobre um vetor inicial aleatério
ug. Cada iteracdo vai “torcer” o espaco na direcdo do auto-vetor, até chegar a um
espaco reduzido a uma reta que serd a dire¢do do auto-vetor procurado. Este algo-
ritmo se chama “algoritmo da poténcia”, pois a aplicagcdo matemdtica do operador
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consiste na multiplicacdo pela matriz A, o que acaba fazendo com que se calcule
AFug A iteracdo k. Essa seqiiéncia converge para o auto-vetor de maior médulo.
O algoritmo da poténcia € assim o mais simples algoritmo iterativo para calcular o
auto-valor de maior médulo.

2.3.3.2. Algoritmos iterativos

Essa nocdo de usar as poténcias sucessivas da matriz A € a base da constru-
¢do do espaco de Krylov, ja encontrado nos algoritmos GC e GMRES. A mesma
técnica se aplica para o cdlculo de auto-valores, segundo um processo extremamente
poderoso. Assim como no algoritmo GMRES, se projeta a matriz A no espaco de
Krylov. A idéia é que este espago, gerado por vetores que “tendem” a ter a orienta-
¢do dos auto-vetores, vai ser uma boa aproximacao onde procurd-los. Logo, vai-se
calcular os auto-valores e auto-vetores da matriz Q7 AQ projetada em K(A) (de ta-
manho 7 X %), que serdo boas estimativas dos auto-valores e vetores da matriz toda.
Da mesma forma como no GMRES, se usard um “restart” para comegar uma nova
fase iterativa com essas estimativas como chute inicial do vetor solucao.

Os algoritmos iterativos para o célculo de auto-valores podem ser encontra-
dos em [SAA 92, SOR 96]. Neste mini-curso, apresenta-se apenas uma versao do
algoritmo de Arnoldi no caso que a matriz A € simétrica. As formulas de projecoes
se simplificam neste contexto, para chegar ao algoritmo 3, de Lanczos.

Algoritmo 3 Algoritmo de Lanczos
: Entradas: um vetor ¢; normalizado ; a matriz A.
Saida: um vetor ¢;.

B+ 1,q0 < 0.
Iteracoes
Paraj =1,2,...,m Faca
rj — Ag; — Bigi
Qj 155
Ty Ty — Q54
Bjr1 — lIrjll2
g1 < 15/ Bjn
: Fim Para
: TMP «— A x @ {Q é a matriz formada pelos ¢;.}
: TMP « QT x TMP
: Retorna os auto-valores de TMP e seus auto-vetores.

_ =
A S e A O o

e S w—y
noA W

No algoritmo 3 é apresentada apenas uma fase, a partir da qual seria feito
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um restart do algoritmo.

Assim como no GMRES, a distribui¢do do algoritmo pode ser feita através
de uma estrutura template, na qual apenas o produto matriz-vetor da linha 7 tem que
ser distribuido.

2.3.3.3. Aplicacao

A biblioteca Arpack. A principal biblioteca que implementa essas técnicas itera-
tivas de célculo de auto-valores e vetores se chama ARPACK [LEH 97], cujo nome
deriva de ARnoldi PACKage (P-ARPACK para a versdo distribuida). Ela estd sendo
usada para resolver problemas com até dezenas de milhdes de varidveis. P-ARPACK
foi desenvolvida usando o MPI, mas prové o uso das BLACS como opc¢ao alterna-
tiva. Através do mecanismo de template, o usudrio tem que fornecer seu produto
matriz-vetor distribuido. O cdlculo da norma para o controle da convergéncia ja
vem paralelizado. O resto das operacdes € duplicado em todos os processadores
(e.g. as fatoracdes () R sdo feitas seqiiencialmente).

Aplicacao na mecanica quantica. P-ARPACK foi usada em [MAI 2001] numa
aplicacdo em mecéanica quantica. A principal equacdo de conservacdo da energia,
nesta teoria, € uma equacgdo de auto-valores (equacao de Schroedinger) num espaco
de fung¢des: os operadores sdo operadores diferenciais, cuja discretizacao (no caso,
por diferencas finitas) faz aparecer uma matriz.

A discretizacdo e a resolu¢do da equacao de Schroedinger foram implemen-
tadas em Fortran e C, sendo o P-ARPACK usado para a resolucdo do problema ma-
tricial. As execucdes foram feitas num Cray-T3D em 1999, e no cluster do INRIA
em 2001. A figura 2.4, pagina 21, mostra o comportamento (tempo vs. nimero
de processadores) da resolucdo do problema de auto-valores no cluster. Também
consta na figura uma representacido do auto-vetor calculado: no contexto, trata-se
de uma funcdo, que representa a probabilidade de presenca de uma particula, locali-
zada num poco de potencial quantico em forma de T. Esta forma se percebe no plano
horizontal do grafico. Na interse¢do do T, a probabilidade de encontrar a particula
¢ bem maior. Se fosse um caso cldssico de mecéinica de Newton, a probabilidade
seria exatamente zero fora do pogo, € um em todos os pontos dentro do T.

2.4. Conclusao: calculo matricial em PAD

Apresentou-se neste texto uma introduc@o a otimizacdo de alguns algorit-
mos cldssicos de célculo matricial. Chegou-se a implementacio nas principais bi-
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bliotecas encontradas na drea, cujo desempenho, seja seqiiencial, seja em versoes
distribuidas, é reconhecido e foi ilustrado. E importante salientar que o dominio
dessas técnicas € um requisito para se trabalhar em PAD com tais algoritmos. O
trabalho que tem sido feito, por exemplo no Gradiente Conjugado durante 50 anos,
levou a implementagdes, inclusive paralelas, robustas e altamente otimizadas, que
dificilmente sdo obtidas quando se programa “a mao” o algoritmo nativo.

Existem muitas outras familias de algoritmos numéricos que se beneficiaram
do mesmo de tipo de otimizac¢des. Pode-se citar, entre outros:

e atransformada de Fourier,

a teoria dos grafos,

a resolucdo de equacdes diferenciais, parciais ou ndo,

a interpolacdo de dados,
e ctc.

Este mini-curso tratou apenas de cédlculos matriciais pelo fato deles, em geral, apa-
recerem como Ultima etapa das demais familias de algoritmos.

Duas conclusdes podem ser tiradas deste estudo. A primeira € que dificil-
mente serd obtido um cédigo de alto desempenho sem o cuidadoso estudo prelimi-
nar do algoritmo mais bem adaptado ao problema tratado. Niao adianta programar
com o MPI um algoritmo de pivoteamento de Gauss 77k quando existem versdes em
blocos muito mais eficientes. A segunda é que este mesmo cuidado de otimizagao,
as vezes focado numa versdo distribuida do algoritmo, acaba se confundindo com
a programacao seqiiéncial. Voltando ao exemplo do produto matricial, a noc¢do de
localidade espacial (ou de granularidade) acaba sendo igualmente crucial, seja para
otimizar os acessos a memoria, seja para otimizar a distribuicao dos dados. Ou seja:
“pensando em paralelo”, se obtem um algoritmo eficiente para o caso seqiiencial.

Por ultimo, cabe destacar ainda que estes algoritmos cldssicos sdo todos
altamente sincronos. Eles sdo muito eficientes em maquinas paralelas, agregadas
ou com memdria compartilhada. A tendéncia atual de cada vez mais distribui¢do,
por exemplo com Grades computacionais, dificilmente € compativel com tais al-
goritmos, que sdo, no entanto, os mais usados em PAD. Tipicamente, executa-se
em Grades programas trivialmente paralelos. Atualmente, um grande desafio de
pesquisa em paralelismo é estudar formas de adaptar esses algoritmos a ambientes
heterogéneos e dindmicos.

Para aprofundar esses algoritmos, a bibliografia fornece mais algumas pistas.
Uma boa referéncia para os métodos numéricos em geral (e ndo somente matriciais)
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¢ o livro “Numerical Recipes™® [PRE 92] que explicita os algoritmos nimericos,
com um enfoque muito aplicado (por isso o titulo “Receitas numéricas”), em vdrias
linguagens de programagdo usual (Fortran, C, C++). Para aprofundar a teoria ma-
tricial, o livro fundamental é [GOL 89a]. O livro [TEM 2000], de Jack Dongarra,
contem uma boa introducdo, orientada a aplicacdes, aos métodos numéricos, inclu-
sive sobre métodos diretos para matrizes. No caso especifico dos métodos iterativos,
o livro [BAR 94] € uma boa referéncia.

Agradecimentos. O autor agradece aos Profs. Dr. Patricia Augustin Jaques, Mau-
ricio Pilla e Ricardo Dorneles, bem como ao Rafael Ennes, pelas correcdes e suges-
toes. O autor se responsabiliza por qualquer mesdclise estranha que ainda aparece
no texto.
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